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摘 要： 本文基于经典代数的角度对正则ＦＩ代数进行了再研究．首先，在正则 ＦＩ代数中通过蕴涵算子提出了
ＭＴ理想的概念，讨论了正则 ＦＩ代数中 ＭＴ理想与同余关系的联系；其次，在正则 ＦＩ代数中引入素 ＭＴ理想的概念，并
以素ＭＴ理想为工具给出了正则ＦＩ代数的条件嵌入定理；最后，通过以蕴涵算子表示的隐式余三角模对 ＭＴ理想的特
征进行了描述，并通过特征定理给出了正则ＦＩ代数中ＭＴ理想的生成方法．
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１ 引言

逻辑代数结构的核心是剩余格，其中蕴涵算子的性

质不仅决定着逻辑代数的基本结构［１～６］，而且在相应的

命题逻辑系统和基于命题逻辑系统建立的近似推理，模

糊识别，模糊控制理论等方面发挥着重要的作用［７～１７］．
在模糊逻辑代数理论和模糊命题逻辑系统的研究

方面，吴望名教授通过经典代数的定义方式将蕴涵算子

引入一般集合中提出了Ｆｕｚｚｙ蕴涵代数（简称 ＦＩ代数），
并引入了正则 ＦＩ代数等［１］，揭示了蕴涵算子的共同性
质，建立了逻辑代数的基础．王国俊教授于文献［４］中建
立了模糊命题演算的形式演绎系统 Ｌ，并根据其语义
理论的需要建立了 Ｒ０－蕴涵算子和 Ｒ０－逻辑代数．吴
洪博教授通过对系统 Ｌ和 Ｒ０－逻辑代数的研究和简

化，于文献［５］中建立了基础 Ｒ０－代数和基础 Ｌ系统，
其中的 ＢＲ０－蕴涵算子将 Ｌｕｋａｓｉｃｗｉｃｚ蕴涵算子和 Ｒ０－
蕴涵算子作为它的特款．Ｈáｊｅｋ教授于文献［６］中建立了
ＢＬ逻辑代数和 ＢＬ逻辑系统．与 ＦＩ代数的定义方式相
同，ＭＶ代数的 Ｗａｊｓｂｅｒｇ形式［６］亦是以蕴涵算子为唯一
算子建立于一般集合上的逻辑代数．

在近似推理，模糊控制，模糊识别等方面，王国俊教

授于文献［７］中基于正则蕴涵算子的分析性质建立了逻
辑伪度量空间，于文献［９］中基于三重蕴涵算子建立了模
糊推理的全蕴涵三 Ｉ算法理论．刘华文教授等利用各种
蕴涵算子的共有性质将模糊推理的全蕴涵三 Ｉ算法进行
了统一处理［１０～１２］；李洪兴教授等将蕴涵算子成功应用于

模糊系统，模糊控制，模糊识别等研究领域［１３～１７］．
在以蕴涵算子为主体结构的逻辑代数理论中，基
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于蕴涵算子建立的 ＭＰ滤子结构［３～６，１８］发挥着重要的
作用．特别地，在逻辑代数或命题逻辑系统的完备性证
明中发挥着关键的作用［３～６］．基于通常理想和通常滤子
在定义方面相互对偶，应用方面相互互补的特点［１９］，本

文首先在正则 ＦＩ代数中通过蕴涵算子首次提出了 ＭＰ
滤子的对偶概念－ＭＴ理想，通过具体实例和相关定理
说明了正则ＦＩ代数中通常理想与 ＭＴ理想的区别与联
系；其次，在正则 ＦＩ代数中引入了通过 ＭＴ理想诱导的
同余关系和通过同余关系诱导的 ＭＴ理想，讨论了正则
ＦＩ代数中 ＭＴ理想与同余关系之间相互连续诱导的还
原性；再之，在正则ＦＩ代数中引入素ＭＴ理想的概念，并
利用素ＭＴ理想给出了正则 ＦＩ代数的条件嵌入定理；
最后，以蕴涵算子表示的隐式余三角模［４，６］形式对 ＭＴ
理想进行等价刻画，给出了 ＭＴ理想的特征定理，并借
助ＭＴ理想的特征定理给出了正则 ＦＩ代数中 ＭＴ理想
的生成方法．本文的结果丰富了逻辑代数的研究方法
与内容，有助于对逻辑代数的深层性质的进步研究．

２ 基本概念与性质

定义１［１］ 一个（２，０）型代（Ｘ，→，０）称为正则 ＦＩ
代数，如果ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ，有
（Ｉ１）ｘ→（ｙ→ｚ）＝ｙ→（ｘ→ｚ），
（Ｉ２）（ｘ→ｙ）→（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））＝１，
（Ｉ３）ｘ→ｘ＝１，
（Ｉ４）（ｘ→ｙ＝１，ｙ→ｘ＝１）（ｘ＝ｙ），
（Ｉ５）０→ｘ＝１，
（Ｉ６）（ｘ→０）→０＝ｘ．
其中１＝０→０．

引理１［１］ 设 Ｘ是正则ＦＩ代数，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ，则
（１）ｘ→１＝１；
（２）１→ｘ＝ｘ；
（３）ｉｆｘ→ｙ＝１，ｔｈｅｎ
（ｚ→ｘ）→（ｚ→ｙ）＝１，（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ）＝１；
（４）ｘ→（（ｘ→０）→ｙ）＝１，ｙ→（（ｘ→０）→ｙ）＝１；
（５）ｘ→ｙ＝（ｙ→０）→（ｘ→０）；
（６）ｘ→（ｙ→ｘ）＝１．

证明 参见文献［１，２０］．
定义２ 设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，～Ｍ２．称 ～是 Ｍ

上的同余关系，如果满足：

（１）～是等价关系；
（２）～被运算→所保持，即ｘ，ｙ，ｚ∈Ｍ，若 ｘ～ｙ，ｚ～
ｗ，则（ｘ→ｚ）～（ｙ→ｗ）．

３ ＭＴ理想与同余关系

定义３ 设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，ＤＭ．称 Ｄ是 ＭＴ
理想，若ｘ，ｙ∈Ｍ，

（１）０∈Ｄ；
（２）若 ｙ∈Ｄ，（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，则 ｘ∈Ｄ．

注 １ ＭＴ理想的称谓来源于逻辑系统中 Ｍｏｄｕｓ
Ｔｏｌｌｅｎｓ［４，９］．

例１ 根据文献［１，４］可以验证 Ｒ０单位区间［０，１］

是正则 ＦＩ代数．在Ｒ０单位区间［０，１］中，令 Ｉ＝［０，
２
３］，

则 Ｉ是 Ｒ０单位区间［０，１］中的通常理想［１８］，但 Ｉ不是

ＭＴ理想．事实上，令 ａ＝１２，ｂ＝
３
４，则有，（ｂ→ａ）→０∈

Ｉ，ａ∈Ｉ，但 ｂＩ，因此 Ｉ不是 Ｒ０单位区间［０，１］中的
ＭＴ理想．

命题１ 设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的一个 ＭＴ
理想，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｍ，则
（１）（ｙ∈Ｄ，ｘ→ｙ＝１）ｘ∈Ｄ；
（２）（ｘ，ｙ∈Ｄ）（（ｘ→０）→ｙ∈Ｄ）；
（３）ｉｆ（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，ｔｈｅｎ
（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））→０∈Ｄ，
（（ｚ→ｘ）→（ｚ→ｙ））→０∈Ｄ；
（４）ｉｆ（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，（ｙ→ｚ）→０∈Ｄ，
ｔｈｅｎ（ｘ→ｚ）→０∈Ｄ．

证明 （１）结合引理１（２），定义３可证，略．
（２）分别由（Ｉ２），（Ｉ１）得：
（（ｘ→０）→ｙ）→（（ｙ→０）→（（ｘ→０）→０））＝１，
（ｙ→０）→（（（ｘ→０）→ｙ）→（（ｘ→０）→０））＝１．
结合（Ｉ６）知：
（ｙ→０）→（（（ｘ→０）→ｙ）→ｘ）＝１．
再由引理１（５）得：
（（（（ｘ→０）→ｙ）→ｘ）→０）→（（ｙ→０）→０）＝１．
再利用（Ｉ６）可得：
（（（（ｘ→０）→ｙ）→ｘ）→０）→ｙ＝１．
又 ｙ∈Ｄ，由命题１（１）得：
（（（ｘ→０）→ｙ）→ｘ）→０∈Ｄ．又 ｘ∈Ｄ，
结合定义３（２）知，（ｘ→０）→ｙ∈Ｄ．
（３）由（Ｉ２）得：
（ｘ→ｙ）→（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））＝１，
再由引理１（５）得：
（（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））→０）→（（ｘ→ｙ）→０）＝１．
又（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，由命题１（１）知：
（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））→０∈Ｄ．
同理：（（ｚ→ｘ）→（ｚ→ｙ））→０∈Ｄ．
（４）若（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，则由命题１（３）得：
（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））→０∈Ｄ．
再结合引理１（５）知：
（（（ｘ→ｚ）→０）→（（ｙ→ｚ）→０）））→０∈Ｄ，
又（ｙ→ｚ）→０∈Ｄ，由定义３得
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（ｘ→ｚ）→０∈Ｄ．
注２ 由引理 １（４），命题 １（１），（２），结合文献［１］

知：ＭＴ理想是通常理想．
命题２ （由同余关系诱导的ＭＴ理想）
设 Ｍ是正则ＦＩ代数，～是 Ｍ上的同余关系，定义

Ｄ～＝｛ａ∈Ｍ｜ａ～０）｝，则 Ｄ～是 Ｍ中的ＭＴ理想．
证明 （１）由于０～０，所以０∈Ｄ～．

（２）若 ｙ∈Ｄ～，（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ～，
则由 Ｄ～定义知 ｙ～０，（ｘ→ｙ）→０～０．
由～的反身性及保持→知（ｙ→０）～（０→０），
（ｘ→（（ｘ→ｙ）→０））～（ｘ→０），
结合（Ｉ３），（Ｉ１）得：（ｙ→０）～１，
（（ｘ→ｙ）→（ｘ→０））～（ｘ→０）．
再次利用～保持→得：
（（ｙ→０）→（（ｘ→ｙ）→（ｘ→０）））～（１→（ｘ→０））．
再结合（Ｉ２），（Ｉ１）知，
（ｙ→０）→（（ｘ→ｙ）→（ｘ→０））＝１．
再结合引理１（２）知，１～（ｘ→０），从而有
（１→０）～（（ｘ→０）→０）．
因此由（Ｉ６），引理１（２）得：０～ｘ．故 ｘ∈Ｄ～．
综合（１），（２）Ｄ～是 Ｍ上的ＭＴ理想．

命题３ （由ＭＴ理想诱导的同余关系）
设 Ｍ是正则ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的 ＭＴ理想，定义～Ｄ

＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｍ２｜（ｘ→ｙ））→０，（ｙ→ｘ）→０∈Ｄ｝．则 ～Ｄ
是Ｍ上的同余关系．

证明 （１）容易验证～Ｄ是等价关系．
（２）若 ｘ～Ｄｙ，ｚ～Ｄｗ．则由～Ｄ的定义得
（ｘ→ｙ）→０，（ｙ→ｘ）→０∈Ｄ．
由命题１（３）得：
（（ｘ→ｚ）→（（ｙ→ｚ））→０∈Ｄ，
（（ｙ→ｚ）→（ｘ→ｚ））→０∈Ｄ，
从而由～Ｄ的定义得（ｘ→ｚ）～Ｄ（ｙ→ｚ）．
同理可证：（ｙ→ｚ）～Ｄ（ｙ→ｗ）．
由～Ｄ是等价关系知（ｘ→ｚ）～Ｄ（ｙ→ｗ）．
综上（１），（２）可知，～Ｄ是同余关系．

命题４ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的ＭＴ理想，
则 Ｄ～Ｄ＝Ｄ．

证明 一方面，设 ｘ∈Ｄ～Ｄ．
根据命题２知，ｘ～Ｄ０，再根据命题３知，
（ｘ→０）→０∈Ｄ，（０→ｘ）→０∈Ｄ．
结合（Ｉ６）知，ｘ∈Ｄ．故 Ｄ～ＤＤ．
另一方面，设 ｘ∈Ｄ，
由（Ｉ６）知，（ｘ→０）→０∈Ｄ，又（０→ｘ）→０∈Ｄ，根据命题
３知，ｘ～Ｄ０，再根据由命题２知，ｘ∈Ｄ～Ｄ．故 Ｄ～ＤＤ．
综上可知，结论成立．

推论１ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的ＭＴ理想，
～是 Ｍ上的同余关系．则
（１）～Ｄ＝～Ｄ～Ｄ，（２）Ｄ～＝Ｄ～Ｄ～，（３）～Ｄ～ ＝～Ｄ～Ｄ～

．

证明 由命题３，命题４直接可得．
命题５ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数，～是 Ｍ上的同余关

系，则～～Ｄ～．
证明 若 ｘ～ｙ，由～的反身性及保持→得：

（ｘ→ｙ）～（ｙ→ｙ），（ｘ→ｘ）～（ｙ→ｘ）
再结合（Ｉ３）以及～保持→得：
（（ｘ→ｙ）→０）～（１→０），
（１→０）～（（ｙ→ｘ）→０），
由引理１（２）知，
（（ｘ→ｙ）→０）～０．０～（（ｙ→ｘ）→０），
结合命题２知，
（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ～，（ｙ→ｘ）→０∈Ｄ～，
再由命题３知，（ｘ，ｙ）∈～Ｄ～．
故～～Ｄ～．

４ 正则ＦＩ代数的条件嵌入定理

本节将利用素 ＭＴ理想及其诱导的同余关系给出
正则 ＦＩ代数的条件嵌入定理．

定义４ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的ＭＴ理想．
若ｘ，ｙ∈Ｍ，（ｘ→ｙ）→０∈Ｍ，或（ｙ→ｘ）→０∈Ｍ，则称
Ｄ是Ｍ的素ＭＴ理想．
引理２ 设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，Ｄ是Ｍ的素 ＭＴ理

想．则商代数（Ｍ／～Ｄ，→Ｄ，［０］Ｄ）是全序正则 ＦＩ代数．
（其中～Ｄ是Ｄ诱导的同余关系，ｘ，ｙ∈Ｍ，［ｘ］Ｄ是元
素ｘ所在的等价类，［ｘ］→Ｄ［ｙ］＝［ｘ→ｙ］Ｄ，［ｘ］Ｄ
［ｙ］Ｄ当且仅当（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ．）

证明 首先，根据定义１可以验证商代数（Ｍ／～Ｄ，
→Ｄ，［０］Ｄ）是正则 ＦＩ代数，略．
（１）由（Ｉ３），引理１（２），定义３可证自反性；
（２）根据命题３可证反对称性；
（３）根据命题１（４）可证传递性；
（４）根据 Ｄ是Ｍ的素ＭＴ理想和定义４可证全序性．

定义５ 设｛（Ｍｊ，→ｊ，０ｊ）｝ｊ∈Ｊ是非空的正则 ＦＩ代数
集族．在笛卡尔积Πｊ∈ＪＭｊ上定义运算

→：（Πｊ∈ＪＭｊ）
２→Πｊ∈ＪＭｊ，（ｘｊ）ｊ∈Ｊ→（ｙｊ）ｊ∈Ｊ

＝（（ｘｊ→ｊｙｊ）ｊ）ｊ∈Ｊ．
根据定义１可证（Πｊ∈ＪＭｊ，→，（０ｊ）ｊ∈Ｊ）是正则 ＦＩ代数．
称之为正则ＦＩ代数集族｛（Ｍｊ，→，（０ｊ）ｊ∈Ｊ｝的乘积正则
ＦＩ代数．

定理１ （条件嵌入定理）

如果正则ＦＩ代数 Ｍ满足嵌入条件（Ｐ）：ａ∈Ｍ－
｛０｝，存在 Ｍ的素 ＭＴ理想 Ｄ使得ａＤ，则 Ｍ可以嵌
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入一族全序的正则 ＦＩ代数的乘积正则ＦＩ代数中．
证明 令Α＝｛Ｄ｜Ｄ）是 Ｍ素ＭＴ理想｝，由于 Ｍ∈

Ａ，则Α≠．Ｄ∈Α，由引理 ２知：（Ｍ／～Ｄ，→Ｄ，

［０］Ｄ）是全序的正则 ＦＩ代数．这样，（ΠＤ∈ΑＭ／～Ｄ→，
（［０］Ｄ）Ｄ∈Α）是全序的正则 ＦＩ代数集族的乘积正则 ＦＩ

代数．定义ΠＤ∈ΑｐＤ：Ｍ→ΠＤ∈ΑＭ／～Ｄ
ｘ∈Ｍ，Π

Ｄ∈Α
ｐＤ（ｘ）＝（［ｘ］Ｄ）Ｄ∈Α，

（１）ｘ，ｙ∈Ｍ，

ΠＤ∈ΑｐＤ（ｘ→ｙ）＝（［ｘ→ｙ］Ｄ）Ｄ∈Α
＝（［ｘ］Ｄ→Ｄ［ｙ］Ｄ）Ｄ∈Α
＝（［ｘ］Ｄ）Ｄ∈Α→（［ｙ］Ｄ）Ｄ∈Α
＝ΠＤ∈ΑｐＤ（ｘ）→ΠＤ∈ＡｐＤ（ｙ）；
再之，ΠＤ∈ΑｐＤ（０）＝（［０］Ｄ）Ｄ∈Α．

因此，ΠＤ∈ΑｐＤ：Ｍ→ΠＤ∈ΑＭ／～Ｄ是正则 ＦＩ代数之
间的同态映射．

（２）设ｘ，ｙ∈Ｍ，ｘ≠ｙ，则
（ｘ→ｙ）→０＝０，（ｙ→ｘ）→０＝０不能同时成立．
事实上，假若（ｘ→ｙ）→０＝０，且（ｙ→ｘ）→０＝０，结合
（Ｉ３），（Ｉ６）及（Ｉ４）得：ｘ＝ｙ，矛盾！

不妨设（ｘ→ｙ）→０≠０，由条件（Ｐ）知：存在 Ｍ的素

ＭＴ理想 Ｄ使得（ｘ→ｙ）→０Ｄ，再根据命题３知：（ｘ，
ｙ） ～Ｄ，因 此，［ｘ］Ｄ≠ ［ｙ］Ｄ，从 而 （［ｘ］Ｄ）Ｄ∈Α ≠
（［ｙ］Ｄ）Ｄ∈Α，即，ΠＤ∈ΑｐＤ（ｘ）≠ΠＤ∈ΑｐＤ（ｙ）．

因此ΠＤ∈ΑｐＤ：Ｍ→ΠＤ∈ΑＭ／～Ｄ是正则 ＦＩ代数之间的
单映射．

（３）定义映射 ｐ：Ｍ→ΠＤ∈ΑｐＤ（Ｍ），ｘ∈ Ｍ，

ｐ（ｘ）＝∏
Ｄ∈Α
ｐＤ（ｘ）．综合（１）～（３）知

ｐ：Ｍ→ΠＤ∈ΑｐＤ（Ｍ）是同构映射．

５ ＭＴ理想的生成方法

根据ＭＴ理想的定义可以证明：由正则 ＦＩ代数中
的ＭＴ理想构成的非空集族的交集仍然是 ＭＴ理想．这
样，对于正则ＦＩ代数 Ｍ的非空子集Ａ，由于 Ｍ是包含Ａ
的ＭＴ理想，因此，Ｍ中包含Ａ的ＭＴ理想的集族是非空
集族，这个集族的交集自然是 Ｍ中的包含Ａ的最小的
ＭＴ理想（Ｍ中ＭＴ理想集族的序关系是 Ｍ的幂集中的
包含序在ＭＴ理想集族上的限制）．

定义６ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数，Ａ是Ｍ的非空子集．
称 Ｍ中包含Ａ的最小的 ＭＴ理想是由 Ａ生成的 ＭＴ理
想，记作（Ａ］．

定理２ （ＭＴ理想的特征定理）
设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，ＤＭ，Ｄ≠．则 Ｄ是 ＭＴ

理想当且仅当以下条件成立：ｘ，ｙ∈Ｄ，
（１）若 ｙ∈Ｄ，ｘ→ｙ＝１，则 ｘ∈Ｄ；

（２）（ｘ→０）→ｙ∈Ｄ．
证明 由命题３（１），（２）可知必要性成立．
下证充分性．

（１）根据 Ｄ≠，取 ｘ∈Ｄ．由于０→ｘ＝１，因此由条件
（１）知０∈Ｄ．
（２）若（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ，ｙ∈Ｄ，
由条件（２）得：（（（ｘ→ｙ）→０）→０）→ｙ∈Ｄ，
结合（Ｉ６）知，（ｘ→ｙ）→ｙ∈Ｄ．
由（Ｉ１），（Ｉ３）知，
ｘ→（（ｘ→ｙ）→ｙ）＝（ｘ→ｙ）→（ｘ→ｙ）＝１，
结合条件（１）知，ｘ∈Ｄ．

综合（１），（２），定义３知充分性成立．
注３ 在逻辑代数中，（ｘ→０）→ｙ的实质为余三角

模［４，６］，因此，ＭＴ理想的特征定理从另一方面说明了
ＭＴ理想与ＭＰ滤子的对偶联系的特征．

定义７ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数．定义
（１）：Ｍ２→Ｍ，ｘｙ＝（ｘ→０）→ｙ．
（２）ｎ∈Ｚ＋，ａ，ａ１，ａ２，…，ａｎ∈Ｍ，０ａ＝０，
１ａ＝ａ，ｎａ＝ａ…ａ（ｎ个ａ相加）．

命题６ 设 Ｍ是正则ＦＩ代数．则
（１）（２，０）型代数结构（Ｍ，（，０））是以０为零元的

加法交换半群；

（２）ｘ∈Ｍ，若ｚ１，ｚ２，ｙ∈Ｍ使得ｙ→ｚ１＝１，
（（ｘ→ｙ）→０）→ｚ２＝１，则 ｘ→（ｚ１ｚ２）＝１．

证明 （１）根据定义 ７引理 １（５），（Ｉ６）可证（１）成
立，从略．
（２）若ｚ１，ｚ２，ｙ∈Ｍ使得ｙ→ｚ１＝１，
（（ｘ→ｙ）→０）→ｚ２＝１，
则由引理１（３）得：（ｘ→ｙ）→（ｘ→ｚ１）＝１，
（ｚ２→０）→（（（ｘ→ｙ）→０）→０）＝１．
结合（Ｉ６）知，（ｚ２→０）→（ｘ→ｙ）＝１，
再由引理１（３）得：
（（ｘ→ｙ）→（ｘ→ｚ１））→（（ｚ２→０）→（ｘ→ｚ１））＝１，
即，１→（（ｚ２→０）→（ｘ→ｚ１））＝１，
由引理１（２），（Ｉ１）得：
（ｚ２→０）→（ｘ→ｚ１）＝ｘ→（（ｚ２→０）→ｚ１）＝１．
故 ｘ→（ｚ１ｚ２）＝１

定理３ （ＭＴ理想的生成方法）
设 Ｍ是正则 ＦＩ代数，Ａ是Ｍ的非空子集，Ｄ是Ｍ

的ＭＴ理想，ａ∈Ｍ．则
（１）（Ａ］＝｛ｘ∈Ｍ ｎ∈Ｚ＋，ａ１，ａ２，…，ａｎ∈Ａ使得

ｘ→（ａ１ａ２…ａｎ）＝１｝．
（２）（Ｄ∪｛ａ｝］＝｛ｘ∈Ｍ｜ｋ∈Ｚ＋∪｛０｝，ｂ∈Ｄ，

使得 ｘ→（ｂｋａ）＝１｝．
证明 令 Ｄ＝｛ｘ∈Ｍ ｎ∈Ｚ＋，ａ１，ａ２，…，
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ａｎ∈Ａ，ｓ．ｔ．ａ１…ａｎ＝１｝．
（１）（ｉ）Ａ≠，取 ａ∈Ａ，由（Ｉ５）可证０∈Ｄ．

（ｉｉ）设 ｙ∈Ｄ，（ｘ→ｙ）→０∈Ｄ．则由命题６（２）可证
ｘ∈Ｄ．
（ｉｉｉ）由（Ｉ３）可证 ＡＤ．
（ｉｖ）设 Ｉ是ＭＴ理想，ＡＩ．ｘ∈Ｄ，则ａ１，…，ａｎ

∈Ａｓ．ｔ．ｘ→（ａ１…ａ２）＝１．
由于｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝ＡＩ，由定理２（２），定义７知，ａ１
…ａｎ∈Ｉ，再次根据定理２（１）知 ｘ∈Ｉ．因此，ＤＩ．

综合（ｉ）～（ｉｖ）知，Ｄ是正则ＦＩ代数 Ｍ中包含Ａ的
最小的ＭＴ理想，因此（Ａ］＝Ｄ．
（２）由（１）：Ｄ∪｛ａ｝＝｛ｘ∈Ｍ ｎ∈Ｚ＋，ａ１，ａ２，
…，ａｎ∈Ｄ∪｛ａ｝ｓ．ｔ．ｘ→ａ１…ａｎ＝１｝．
注意 Ｄ是Ｍ的ＭＴ理想，由定理２（２），定义７知，ＭＴ理
想对运算封闭，这样，ａ１，ａ２，…，ａｎ中属于Ｄ的元素
（不妨设共有 ｎ－ｋ个）的运算的结果仍属于 Ｄ，将其
结果记为 ｂ，而其余 ｋ个元素皆为ａ，其运算的结果
为 ｋａ．因此，

（Ｄ∪｛ａ｝］＝｛ｘ∈Ｍ ｋ∈Ｚ＋∪｛０｝，ｂ∈Ｄ使得
ｘ→（ｂｋａ）＝１｝．
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